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Abstract:
We described δ-derivations and δ-superderivations of simple Jordan superalgebras «KKM Double» and unital
simple finite-dimensional Jordan superalgebras over algebraic closed fields with characteristic p 6= 2. We
constructed new examples of non-trivial 12 -derivations of Jordan superalgebras of vector type.
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В в е д е н и е
Понятие дифференцирования алгебры обобщалось многими математиками в самых различных на-
правлениях. Так, в [1] можно найти определение δ-дифференцирования алгебры. Напомним, что при
фиксированном δ ∈ F, под δ-дифференцированием F -алгебры A понимают линейное отображение φ, удо-
влетворяющее условию
φ(xy) = δ(φ(x)y + xφ(y))
для произвольных элементов x, y ∈ A. В работе [1] описаны 12 -дифференцирования произвольной первич-
ной F -алгебры Ли A (16 ∈ F ) с невырожденной симметрической инвариантной билинейной формой. А
именно, доказано, что линейное отображение φ: A → A является 12 -дифференцированием тогда и толь-
ко тогда, когда φ ∈ Γ(A), где Γ(A) — центроид алгебры A. Отсюда следует, что если A — центральная
простая алгебра Ли над полем характеристики p 6= 2, 3 с невырожденной симметрической инвариантной
билинейной формой, то любое 12 -дифференцирование φ имеет вид φ(x) = αx, для некотрого α ∈ F . В.
Т. Филиппов доказал [2], что любая первичная Φ-алгебра Ли не имеет ненулевого δ-дифференцирования,
если δ 6= −1, 0, 12 , 1. В работе [2] показано, что любая первичная Φ-алгебра Ли A (
1
6 ∈ Φ) с ненулевым
антидифференцированием является 3-мерной центральной простой алгеброй над полем частных центра
ZR(A) своей алгебры правых умножений R(A). Также в этой работе был построен пример нетривиально-
го 12 -дифференцирования для алгебры Витта W1, т.е. такого
1
2 -дифференцирования, которое не является
элементом центройда алгебры W1. В [3] описаны δ-дифференцирования первичных альтернативных и
нелиевых мальцевских Φ-алгебр с некоторыми ограничениями на кольцо операторов Φ. Как оказалось,
алгебры из этих классов не имеют ненулевого δ-дифференцирования, если δ 6= 0, 12 , 1. Результаты В.
Т. Филиппова были частично обобщены Е. Лаксом и Дж. Леджером в [9]. Они рассматривали квази-
дифференцирования алгебр Ли, т.е. такие линейные отображения f для которых существует линейное
отображение f ′, связанное с f условием
f ′(xy) = f(x)y + xf(y).
Ими было показано, что пространство квазидифференцирований простой конечномерной лиевой алгебры
A ранга выше 1 совпадает с прямой суммой пространства дифференцирований и центройда алгебры A.
В работе [4] было дано описание δ-дифференцирований простых конечномерных йордановых суперал-
гебр над алгебраически замкнутым полем характеристики нуль и полупростых конечномерных йордано-
вых алгебр над алгебраически замкнутым полем характеристики отличной от 2. В дальнейшем, в рабо-
те [5] были описаны δ-дифференцирования классических супералгебр Ли. Работа [6] посвящена описа-
нию δ-дифференцирований картановских супералгебр Ли. Там же описаны δ-супердифференцирований
простых конечномерных супералгебр Ли. В [6] также описаны δ-дифференцирования полупростых ко-
нечномерных йордановых алгебр и δ-супердифференцирования йордановых супералгебр над алгебра-
ически замкнутым полем характеристики нуль. Для алгебр и супералгебр из работ [4, 5, 6] было
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показано отсутствие нетривиальных δ-дифференцирований и δ-супердифференцирований. В дальней-
шем, результаты [5] получили обобщение в работе П. Зусмановича [8]. Им было дано описание δ-
дифференцирований и δ-супердифференцирований первичных супералгебр Ли. Он показал, что первич-
ная супералгебра Ли не имеет нетривиальных δ-дифференцирований и δ-супердифференцирований при
δ 6= −1, 0, 12 , 1. Он показал, что для супералгебры Ли A с нулевым центром и невырожденной суперсиммет-
рической инвариантной билинейной формой, у которой A = [A,A], пространство 12 -дифференцирований
(12 -супердифференцирований) совпадает с центройдом (суперцентройдом) супералгебры A. Также, П.
Зусманович дал положительный ответ на вопрос В. Т. Филиппова о существовании делителей нуля
в кольце 12 -дифференцирований первичной алгебры Ли, сформулированный в [2]. В дальнейшем, δ-
супердифференцирования обобщенного Дубля Кантора, построенного на первичной неунитальной ассо-
циативной алгебре, рассматривались в работе [7].
В настоящей работе рассматриваются δ-дифференцирования и δ-супердифференцирования про-
стых супералгебр йордановой скобки. Показывается отсутствие нетривиальных δ-дифференцирований
и δ-супердифференцирований простых супералгебр йордановой скобки, не являющихся супералгебра-
ми векторного типа. Приводится описание δ-дифференцирований и δ-супердифференцирований про-
стых йордановых супералгебр векторного типа. В качестве следствия, используя классификацию про-
стых конечномерных йордановых супералгебр [13], получаем описание δ-дифференцирований и δ-
супердифференцирований простых унитальных конечномерных йордановых супералгебр над алгебраи-
ческим замкнутым полем характеристики p 6= 2.
§1 Основные факты и определения.
Пусть F — поле характеристики p 6= 2. Алгебра A над полем F называется йордановой, если она
удовлетворяет тождествам
xy = yx, (x2y)x = x2(yx).
Пусть G — алгебра Грассмана над F , заданная образующими 1, ξ1, . . . , ξn, . . . и определяющими соотно-
шениями: ξ2i = 0, ξiξj = −ξjξi. Единица 1 и произведения ξi1ξi2 . . . ξik , i1 < i2 < . . . < ik, образуют базис
алгебры G над F . Обозначим через G0 и G1 подпространства, порожденные соответственно произведе-
ниями четной и нечетной длины; тогда G представляется в виде прямой суммы этих подпространств:
G = G0⊕G1, при этом справедливы соотношения GiGj ⊆ Gi+j(mod2), i, j = 0, 1. Иначе говоря, G является
Z2-градуированной алгеброй (или супералгеброй) над F .
Пусть теперь A = A0 ⊕ A1 — произвольная супералгебра над F . Рассмотрим тензорное произведение
F -алгебр G⊗A. Его подалгебра
G(A) = G0 ⊗A0 +G1 ⊗A1
называется грассмановой оболочкой супералгебры A.
Пусть Ω — некоторое многообразие алгебр над F . Супералгебра A = A0 ⊕ A1 называется Ω-
супералгеброй, если ее грассманова оболочка G(A) является алгеброй из Ω.
В частности, J = J0 ⊕ J1 называется йордановой супералгеброй, если ее грассманова оболочка G(J)
является йордановой алгеброй. Далее для однородного элемента x супералгебры J = J0⊕J1 будем считать
p(x) = i, если x ∈ Ji. Четную часть J0 йордановой супералгебры обозначим через A, а нечетную J1 через
M .
Классификация простых конечномерных йордановых супералгебр над алгебраически замкнутым по-
лем характеристики ноль была приведена в работах [10, 11]. В [12, 13] были описаны простые конеч-
номерные йордановы супералгебры над алгебраически замкнутым полем произвольной характеристики
отличной от 2.
Приведем некоторые примеры йордановых супералгебр.
1.1. Дубль Кантора [10]. Пусть Γ = Γ0 ⊕ Γ1 — ассоциативная суперкоммутативная супералгебра с
единицей 1 и { , } : Γ × Γ → Γ — суперкососимметрическое билинейное отображение, которое мы будем
называть скобкой. По супералгебре Γ и скобке {, } можно построить супералгебру J(Γ, {, }). Рассмотрим
J(Γ, {, }) = Γ⊕ Γx — прямую сумму пространств, где Γx — изоморфная копия пространства Γ. Пусть a, b
— однородные элементы из Γ. Тогда операция умножения · на J(Γ, {, }) определяется формулами
a · b = ab, a · bx = (ab)x, ax · b = (−1)p(b)(ab)x, ax · bx = (−1)p(b){a, b}.
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Положим A = Γ0 ⊕ Γ1x,M = Γ1 ⊕ Γ0x. Тогда J(Γ, {, }) = A⊕M — Z2-градуированная алгебра.
Скобка {, } называется йордановой, если супералгебра J(Γ, {, }) является йордановой супералгеброй.
Хорошо известно [14], что для однородных элементов йорданова скобка удовлетворяет следующим соот-
ношениям:
{a, bc} = {a, b}c+ (−1)p(a)p(b)b{a, c} − {a, 1}bc, (1)
{a, {b, c}} = {{a, b}, c}+ (−1)p(a)p(b){b, {a, c}}+ {a, 1}{b, c}
+ (−1)p(a)(p(b)+p(c)){b, 1}{c, a}+ (−1)p(c)(p(a)+p(b)){c, 1}{a, b}. (2)
В силу йордановости супералгебры J(Γ, {, }) получаем, что D : a → {a, 1} — дифференцирование
супералгебры Γ.
Если D — нулевое дифференцирование, то {, } является скобкой Пуассона, т.е.
{a, bc} = {a, b}c+ (−1)p(a)p(b)b{a, c}
и Γ — супералгебра Ли относительно операции {, }. Произвольная скобка Пуассона является йордановой
скобкой [15].
Хорошо известно [14], что йорданова супералгебра J = Γ⊕ Γx, полученная с помощью процесса удво-
ения Кантора, будет являться простой тогда и только тогда, когда Γ не имеет ненулевых идеалов B с
условием {Γ, B} ⊆ B.
1.2. Супералгебра векторного типа J(Γ, D). Пусть Γ = Γ0 ⊕ Γ1 — ассоциативная суперкоммута-
тивная супералгебра с ненулевым четным дифференцированием D. Определим на Γ скобку {, } полагая
{a, b} = D(a)b− aD(b).
Тогда скобка {, } — йорданова скобка. Полученную супералгебру J(Γ, {, }) будем обозначать как J(Γ, D).
Операция умножения · в J(Γ, D) определяется по правилам
a · b = ab, a · bx = (ab)x, ax · b = (−1)p(b)(ab)x, ax · bx = (−1)p(b)(D(a)b − aD(b)),
где a, b однородные элемены из Γ и ab— произведение в Γ. Супералгебра J(Γ, D) называется супералгеброй
векторного типа. Если супералгебра J(Γ, D) — проста, то, как известно (см. [14]), Γ1 = 0.
1.3. Супералгебра Ченга—Каца CK(Z, d) [16]. Пусть Z — произвольная унитальная ассоциативно-
коммутативная алгебра с ненулевым дифференцированием d : Z → Z. Рассмотрим два свободных Z-
модуля ранга 4
A = Z +
3∑
i=1
wiZ, M = xZ +
3∑
i=1
xiZ.
Умножение на A будет Z-линейным, wiwj = 0, i 6= j, w2i = −1. Определим
xi×i = 0, x1×2 = −x2×1 = x3, x1×3 = −x3×1 = x2, x2×3 = −x3×2 = x1.
Умножение A×M →M определено следующим образом
(xf)g = x(fg), (xif)g = xi(fg), (xf)(wjg) = xj(fd(g)), (xif)(wjg) = xi×j(fg).
Умножение M ×M → A зададим по правилам
(xf)(xg) = d(f)g − fd(g), (xf)(xjg) = −wj(fg), (xif)(xg) = wi(fg), (xif)(xjg) = 0.
Также нам понадобится определение супералгебры B(n,m). Пусть F — алгебраически замкнутое поле
характеристики p > 2. Положим B(m) = F [a1, . . . , am|a
p
i = 0] — алгебра усеченных многочленов от m
четных переменных. ПустьG(n)— супералгебра Грассмана с порождающими 1, ξ1, . . . , ξn. ТогдаB(m,n) =
B(m)⊗G(n) — ассоциативно-суперкоммутативная супералгебра.
Основной результат по классификации простых конечномерных унитальных йордановых супералгебр
над алгебраически замкнутыми полями характеристики p > 2 был получен в работе К. Мартинез и Е.
Зельманова [13]:
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Теорема 1. Пусть J = J0 + J1 — конечномерная простая унитальная йорданова супералгебра над
алгебраически замкнутым полем характеристики p > 2, где J0 не является полупростой алгеброй. Тогда:
1. либо существуют натуральные m,n и йорданова скобка {, } на B(m,n), что J = J(B(m,n), {, });
2. либо J изоморфна йордановой супералгебре Ченга-Каца CK(B(m), d), определенной дифференци-
рованием d : B(m) → B(m).
Как было отмечено выше, для фиксированного элемента δ из основного поля, под δ-
дифференцированием супералгебры A мы понимаем линейное отображение φ : A → A, такое что для
всех x, y ∈ A выполнено
φ(xy) = δ(φ(x)y + xφ(y)).
Центроидом Γ(A) супералгебры A называется множество всех линейных отображений χ : A→ A, такое
что для всех x, y ∈ A выполнено
χ(ab) = χ(a)b = aχ(b).
Заметим, что 1-дифференцирование является обычным дифференцированием; 0-дифференцированием
является произвольный эндоморфизм φ алгебры A такой, что φ(A2) = 0. Ясно, что любой элемент цент-
роида алгебры является 12 -дифференцированием.
Ненулевое δ-дифференцирование φ будем считать нетривиальным, если δ 6= 0, 1 и φ /∈ Γ(A).
Под суперпространством мы понимаем Z2-градуированное пространство. Однородный элемент ψ су-
перпространства эндоморфизмов A→ A называется супердифференцированием, если
ψ(xy) = ψ(x)y + (−1)p(x)p(ψ)xψ(y).
Для фиксированного элемента δ ∈ F определим понятие δ-супердифференцирования супералгебры
A = A0 +A1. Однородное линейное отображение φ : A→ A будем называть δ-супердифференцированием,
если для однородных x, y ∈ A выполнено
φ(xy) = δ(φ(x)y + (−1)p(x)p(φ)xφ(y)).
Рассмотрим супералгебру Ли A = A0 +A1 и зафиксируем элемент x ∈ Ai. Тогда Rx : y → xy является
нечетным супердифференцированием супералгебры A и его четность p(Rx) = i.
Суперцентроидом Γs(A) супералгебры A назовем множество всех однородных линейных отображений
χ : A→ A, для произвольных однородных элементов a, b выполнено
χ(ab) = χ(a)b = (−1)p(a)p(χ)aχ(b).
Заметим, что 1-супердифференцирование является обыкновенным супердифференцированием; 0-су-
пердифференцированием является произвольный эндоморфизм φ супералгебры A такой, что φ(A2) = 0.
Ненулевое δ-супердифференцирование φ будем считать нетривиальным, если δ 6= 0, 1 и φ /∈ Γs(A).
Согласно [4, Теорема 2.1], что легко обобщается на случай δ-супердифференцирований, для уни-
тальной супералгебры A отображение φ может быть нетривиальным δ-дифференцированием либо δ-
супердифференцированием только при δ = 12 . Легко понять, что в этом случае φ(x) = φ(1)x при про-
извольном x ∈ A.
§2 δ-дифференцирования и δ-супердифференцирования простых супералгебр йордановых
скобок.
В данном параграфе мы рассмотрим δ-дифференцирования и δ-супердифференцирования простой
унитальной йордановой супералгебры J = J(Γ, {, }). Cчитаем, что поле F характеристики отличной от 2.
Лемма 2. Пусть J = J(Γ, {, }) — простая унитальная йорданова супералгебра, тогда Γ = Γ{Γ,Γ}. В
частности, если z ∈ Γ0 ∪ Γ1 \ {0}, то z{Γ,Γ} 6= 0.
Доказательство. Рассмотрим I = Γ{Γ,Γ}. Ясно, что I — идеал в Γ (I ✁ Γ). По (1)
{Γ, I} = {Γ,Γ{Γ,Γ}} ⊆ {{Γ,Γ}, {Γ,Γ}}+ Γ{Γ, {Γ,Γ}}+ {Γ, 1}Γ{Γ,Γ} ⊆ Γ{Γ,Γ} = I.
Согласно [14], йорданова супералгебра J(Γ, {, }) проста, когда Γ не содержит ненулевых идеалов I с усло-
вием {Γ, I} ⊆ I. Если {Γ,Γ} = 0, то Γx ✁ J. Следовательно Γx = J и Γ0 = 0. Отсюда {Γ,Γ} 6= 0 и,
4
в силу унитальности Γ, имеем Γ = Γ{Γ,Γ}. Если теперь z{Γ,Γ} = 0, то zΓ = zΓ{Γ,Γ} = 0. Учитывая
унитальность Γ, получаем z = 0. Лемма доказана.
Лемма 3. Пусть J = J(Γ, {, }) — простая унитальная йорданова супералгебра и α ∈ J . Отображение
φ(z) = αz будет являться 12 -дифференцированием, тогда и только тогда когда α ∈ Γ0 и для любого b ∈ Γ
верно {α, b} = D(α)b − αD(b).
Доказательство. Пусть α = α0 + βx+ γ + µx, где α0, µ ∈ Γ0, β, γ ∈ Γ1. Ясно, что отображения φ1(z) =
(γ + µx)z и φ2(z) = (α0 + βx)z также являются 12 -дифференцированиями супералгебры J . Кроме того,
φ1(1) = (γ + µx) и φ2(1) = (α0 + βx). Поэтому при произвольных z, w ∈ J выполнено
2φi(1)(zw) = (φi(1)z)w + z(φi(1)w). (3)
Положим в (3) i = 1, z = x,w = 1 получим
2γx = γx+ xγ = 0,
то есть γ = 0.
Докажем, что β = µ = 0. Для этого покажем, что β{Γ,Γ} = 0 и µ{Γ,Γ} = 0.
Положив в равенстве (3) значения i = 2, z = a, w = bx, имеем
2{β, ab} = {βa, b}+ (−1)p(a)a{β, b}.
Учитывая (1) получим
2{β, ab} = −(−1)p(b)+p(a)p(b)2{b, β}a− (−1)p(a)p(b)β{b, a}+ (−1)p(b)+p(b)p(a)D(b)βa. (4)
Подставляя в равенство (3) при i = 2 значения z = ax,w = b, получаем
2{β, ab} = {β, a}b− (−1)p(a){a, βb}.
Пользуясь (1) имеем
2{β, ab} = 2{β, a}b− β{a, b} − βD(a)b. (5)
Подставляя в равенство (3) при i = 2 значения z = ax,w = bx, получаем
2β{a, b} = {β, a}b− (−1)p(a)a{β, b}. (6)
Сравнивая равенства (4) и (5), получаем
2β{a, b} = 2{β, a}b− βD(a)b − (−1)p(b)+p(b)p(a)D(b)βa+ (−1)p(b)+p(b)p(a)2{b, β}a =
2{β, a}b− βD(a)b − βaD(b)− (−1)p(a)2a{β, b} = 2{β, a}b− βD(ab)− (−1)p(a)2a{β, b}. (7)
Из этого равенства и (6) получаем
2β{a, b} = βD(ab),
полагая b = 1, имеем βD(a) = 2βD(a). Отсюда βD(a) = 0 и β{Γ,Γ} = 0. В силу леммы 3 β = 0.
Подставляя в (3) i = 1, z = a, w = bx получаем
2{µ, ab} = {µa, b}+ (−1)p(a)a{µ, b}. (8)
Подставляя в (3) i = 1, z = ax,w = b получаем
2{µ, ab} = {µ, a}b+ (−1)p(a){a, µb}. (9)
Подставляя в (3) i = 1, z = ax,w = bx получаем
2µ{a, b} = {µ, a}b+ (−1)p(a)a{µ, b}. (10)
Из (10) при a = b = 1 имеем D(µ) = 0. Подставляя в (8) b = 1, мы имеем
2{µ, a} = {µa, 1} = D(µa) = µD(a).
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Подставляя в (9) a = 1, мы имеем
2{µ, b} = {1, µb} = −D(µb) = −µD(b).
Сравнивая полученные выражения, имеем {µ,Γ} = 0. Поэтому в силу (10) µ{Γ,Γ} = 0. Тогда по лемме 2
µ = 0.
Таким образом, мы показали, что φ(z) = αz, где α ∈ Γ0.
При i = 2, z = ax,w = bx в соотношении (3) получаем
2α{a, b} = {αa, b}+ {a, αb}. (11)
Заметим, что тождество (1) нам дает
{αa, b}+ {a, αb} = −(−1)p(b)p(a)({b, α}a+ α{b, a} −D(b)αa) + {a, α}b+ α{a, b} −D(a)αb.
Отсюда, учитывая (11), получаем
a{b, α} − {a, α}b = (aD(b)−D(a)b)α.
Следовательно, при b = 1 вытекает
{α, a} = D(α)a− αD(a).
Легко проверить, что φ(z) = αz при любом α ∈ Γ0 таком, что {α, a} = D(α)a− αD(a), будет являться
1
2 -дифференцированием супералгебры J . Лемма доказана.
Таким образом δ-дифференцирование простой унитальной супералгебры J = J(Γ, {, }) будет являться
четным δ-супердифференцированием супералгебры J = J(Γ, {, }). Поэтому, в дальнейшем речь будет идти
только о δ-супердифференцированиях.
Замечание 4. Пусть J = J(Γ, {, }) — простая унитальная йорданова супералгебра. Отображение
φ(z) = αz будет являться нечетным 12 -супердифференцированием, тогда и только тогда когда α ∈ Γ1 и
{α, a} = D(α)a − αD(a)
для произвольного a ∈ Γ.
Доказательство. Непосредственные вычисления, аналогичные приведенным в доказательстве леммы
3, дают искомое.
Следствие 5. Если J — простая унитальная супералгебра векторного типа, то отображение
φ(z) = αz будет являться 12 -супердифференцированием, тогда и только тогда когда α ∈ Γ0. Если J
— супералгебра скобки Пуассона, то отображение φ(z) = αz является 12 -супердифференцированием то-
гда и только тогда, когда α ∈ Γ0 ∪ Γ1 и {α,Γ} = 0.
Пусть J = J(Γ, D) — супералгебра векторного типа. Отображение φ(z) = αz при α ∈ Γ будет являться
тривиальным 12 -супердифференцированием когда φ ∈ Γs(J), т.е. когда выполнено
α((bx)(cx)) = (−1)p(α)p(bx)(bx)(α(cx)),
что эквивалентно D(α)bc = 0. Следовательно, φ — тривиальное 12 -супердифференированием когда D(α) =
0, и φ — нетривиальное 12 -супердифференцированием когда D(α) 6= 0.
Пусть J = J(Γ, {, }) — супералгебра скобоки Пуассона и φ(z) = αz — 12 -супердифференциование
супералгебры J . Ввиду замечания 4, имеем
(ax)(α(bx)) = (−1)p(b)+p(α){a, αb} = (−1)p(b)+p(α)({a, α}b+ (−1)p(α)p(a)α{a, b}) =
(−1)p(b)+p(α)+p(a)p(α)α{a, b} = (−1)p(α)(p(a)+1)α((ax)(bx)).
Откуда легко следует, что φ — тривиальное 12 -супердифференцирование.
Положим
Φ = {α ∈ Γ0 ∪ Γ1|{α, a} = D(α)a − αD(a), a ∈ Γ}.
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Лемма 6. Пусть J = J(Γ, {, }) — простая йорданова супералгебра, α ∈ Φ \ {0} и D(α) = 0, то
α — обратимый в Γ и α ∈ Γ0. В частности, если J(Γ, {, }) — супералгебра скобки Пуассона, то α —
обратимый элемент в Γ и α ∈ Γ0.
Доказательство. Рассмотрим I = αΓ. Ясно, что I ⊳ Γ. Ввиду определения Φ
{I,Γ} = {αΓ,Γ} ⊆ {Γ, α}Γ + α{Γ,Γ}+D(Γ)αΓ ⊆ αΓ = I.
В силу [14] получаем, что I = Γ. Так как Γ — унитально, то α — обратим. Лемма доказана.
Лемма 7. Пусть J = J(Γ, {, }) — йорданова супералгебра, тогда Φ замкнуто относительно диффе-
ренцирования D, т.е. D(Φ) ⊆ Φ. В частности Dk(Φ) ⊆ Φ, k > 0.
Доказательство. Пользуясь (2), мы получаем
{D(b), c}+ {b,D(c)} = −(−1)p(b)p(c){c, {b, 1}}+ {b, {c, 1}} =
−(−1)p(b)p(c){{c, b}, 1} − (−1)p(b)p(c)(−1)p(c)p(b){b, {c, 1}}− (−1)p(b)p(c){c, 1}{b, 1}−
(−1)p(b)p(c)(−1)p(c)p(b){b, 1}{1, c}+ {{b, c}, 1}+
(−1)p(b)p(c){c, {b, 1}}+ {b, 1}{c, 1}+ (−1)p(b)p(c){c, 1}{1, b} =
2D({b, c})− {D(b), c} − {b,D(c)}.
Следовательно, вытекает, что
D({b, c}) = {D(b), c}+ {b,D(c)}. (12)
Учитывая (12), имеем
{D(α), a} = D({α, a})− {α,D(a)} =
D(D(α))a +D(α)D(a) −D(α)D(a) − αD(D(a)) −D(α)D(a) + αD(D(a)) =
D(D(α))a −D(α)D(a).
Полученное завершает докательство леммы.
Лемма 8. Пусть J = J(Γ, {, }) — йорданова супералгебра, тогда для произвольных b, c ∈ J, α ∈ Φ
выполнено
Dk(α){b, c} = Dk(α)(D(b)c − bD(c)).
Доказательство. Из определения Φ и (12) легко вытекает, что
{α, {b, c}} = D(α){b, c} − αD({b, c}) = D(α){b, c} − α{D(b), c} − α{b,D(c)}. (13)
Пользуясь соотношениями (1),(2), леммами 3 и 7, имеем
{α, {b, c}} = {{α, b}, c}+ (−1)p(α)p(b){b, {α, c}}+D(α){b, c}+
(−1)p(α)(p(b)+p(c))D(b){c, α}+ (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c){α, b} =
{D(α)b, c} − {αD(b), c}+ (−1)p(α)p(b){b,D(α)c} − (−1)p(α)p(b){b, αD(c)}+
D(α){b, c} − (−1)p(α)p(b)D(b)(D(α)c − αD(c)) + (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)(D(α)b − αD(b)) =
−(−1)p(c)(p(α)+p(b)){c,D(α)b}+ (−1)p(c)(p(b)+p(α)){c, αD(b)}+ (−1)p(α)p(b){b,D(α)c}−
(−1)p(α)p(b){b, αD(c)}+D(α){b, c} − (−1)p(α)p(b)D(b)D(α)c+
(−1)p(α)p(b)D(b)αD(c) + (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)D(α)b − (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)αD(b) =
−(−1)p(c)(p(b)+p(α)){c,D(α)}b− (−1)p(b)p(c)D(α){c, b}+ (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)D(α)b+
(−1)p(c)(p(b)+p(α)){c, α}D(b) + (−1)p(b)p(c)α{c,D(b)}+ (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)αD(b)+
(−1)p(α)p(b){b,D(α)}c+D(α){b, c} − (−1)p(α)p(b)D(b)D(α)c − (−1)p(α)p(b){b, α}D(c)− α{b,D(c)}+
(−1)p(α)p(b)D(b)αD(c) +D(α){b, c} − (−1)p(α)p(b)D(b)D(α)c+
(−1)p(α)p(b)D(b)αD(c) + (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)D(α)b − (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)αD(b) =
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(−1)p(b)p(c)D(D(α))cb − (−1)p(c)p(b)D(α)D(c)b +D(α){b, c}+ (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)D(α)b−
(−1)p(b)p(c)D(α)cD(b) + (−1)p(b)p(c)αD(c)D(b) − α{D(b), c}+ (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)αD(b)−
D(D(α))bc +D(α)D(b)c +D(α){b, c} − (−1)p(α)p(b)D(b)D(α)c +D(α)bD(c)−
αD(b)D(c) − α{b,D(c)}+ (−1)p(α)p(b)D(b)αD(c) +D(α){b, c} − (−1)p(α)p(b)D(b)D(α)c+
(−1)p(α)p(b)D(b)αD(c) + (−1)p(c)(p(α)+p(b))D(c)D(α)b − (−1)p(c)(p(α)+p(c))D(c)αD(b).
Поэтому
3D(α){b, c} − α{D(b), c} − α{b,D(c)} − 2D(α)(D(b)c − bD(c)) = {α, {b, c}} (14)
Сравнивая равенства (13) и (14), получаем
D(α){b, c} = D(α)(D(b)c − bD(c)).
Пользуясь леммой 7, мы имеем обобщение полученного равенства, т.е.
Dk(α){b, c} = Dk(α)(D(b)c − bD(c)).
Лемма доказана.
Лемма 9. Пусть J = J(Γ, {, }) — простая унитальная йорданова супералгебра и α ∈ Φ. Тогда если
D(α) 6= 0, то J — супералгебра векторного типа. В частности, если J не является супералгеброй
векторного типа, то D(α) = 0 и α обратим в Γ.
Доказательство. Положим I = ΓD(α) + ΓD2(α) + . . .. Заметим, что I ✁Γ. В силу (1), определения Φ и
леммы 7 легко получить
{Γ,ΓDk(α)} ⊆ {Γ, Dk(α)}Γ +Dk(α){Γ,Γ} +D(Γ)Dk(α)Γ ⊆
D(Γ)Dk(α)Γ + ΓDk+1(α)Γ +Dk(α){Γ,Γ}+D(Γ)Dk(α)Γ ⊆ ΓDk(α) + ΓDk+1(α),
откуда {Γ, I} ⊆ I. По [14], Γ не может содержать ненулевых идеалов I с условием {Γ, I} ⊆ I. Если
D(α) 6= 0, то I = Γ. Значит 1 = γ1D(α) + · · · + γlDl(α). Следовательно, при произвольных b, c ∈ Γ,
используя лемму 8, получаем
{b, c} = (γ1D(α) + · · ·+ γlD
l(α)){b, c} =
γ1D(α)(D(b)c − bD(c)) + . . .+ γlD
l(α)(D(b)c − bD(c)) = D(b)c− bD(c).
Поэтому J — супералгебра векторного типа.
Если J — не является супералгеброй векторного типа, то из вышедоказанного D(α) = 0. По лемме 6
имеем, что α — обратимый элемент в Γ. Лемма доказана.
Полученные результаты обобщаются в следующей теореме.
Теорема 10. Пусть J = J(Γ, {, }) — простая унитальная супералгебра йордановой скобки над по-
лем характеристики отличной от 2. Тогда либо J не имеет нетривиальных δ-дифференцирований и δ-
супердифференцирований, либо J — супералгебра векторного типа. Если J — супералгебра векторного ти-
па, то Γ1 = 0 и супералгебра J не имеет нетривиальных нечетных δ-супердифференцирований. При δ 6= 12
супералгебра J не имеет нетривиальных δ-дифференцирований. Пространство 12 -дифференцирований
совпадает с R∗(J) = {Rz|z ∈ Γ0}, причем при D(z) 6= 0 отображение Rz будет являться нетриви-
альным 12 -дифференцированием.
Пусть A = A0 ⊕ A1 — ассоциативная супералгебра. Определим на векторном пространстве A супер-
симметрическое произведение ◦ по правилу
a ◦ b =
1
2
(ab+ (−1)p(a)p(b)ba).
Полученную супералгебру обозначим через A(+). Йорданова супералгебра B называется специальной,
если она изоморфно вкладывается в супералгебру A(+) для подходящей ассоциативной супералгебры A.
Пользуясь теоремой 10 и хорошо известным фактом о том, что унитальные йордановы супералгебры
векторного типа являются специальными [14], мы получаем
Следствие 11. Если простая унитальная супералгебра йордановых скобок J = J(Γ, {, }) имеет
нетривиальное δ-дифференцирование, то J — специальна.
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§3 δ-дифференцирования и δ-супердифференцирования простых унитальных
конечномерных йордановых супералгебр.
Теперь мы перейдем к описанию δ-дифференцирований и δ-супердифференцирований простых уни-
тальных конечномерных йордановых супералгебр над алгебраически замкнутым полем характеристики
p 6= 2. Напомним, что δ-дифференцирования и δ-супердифференцирования простых унитальных конеч-
номерных йордановых супералгебр над алгебраически замкнутым полем характеристики нуль описаны в
работах [4, 6].
Напомним, что алгебра A называется альтернативной, если в ней справедливы тождества
(x, x, y) = 0, (x, y, y) = 0,
где (x, y, z) = (xy)z − x(yz) — ассоциатор элементов x, y, z ∈ A. Классическим примером альтернативной
неассоциативной алгебры служит алгебра октонионов или чисел Кэли O [17].
Приведем примеры простых нетривиальных неассоциативных альтернативных супералгебр характе-
ристики 3. Ниже B означает альтернативную супералгебру над полем F , C и M — соответственно четная
и нечетная часть B.
3.1. Супералгебра B(1, 2). Пусть F — поле характеристики 3, B(1, 2) = C+M — суперкоммутативная
супералгебра над F, у которой C = F ·1,M = F ·x+F ·y, где 1 — единица B, и xy = −yx = 1. Заметим, что
супералгебра B(1, 2) есть в точности простая йорданова супералгебра суперсимметрической билинейной
формы f(s, r) = sr на нечетном векторном пространстве M .
3.2. Супералгебра B(4, 2). Пусть F — поле характеристики 3, C = M2(F ) — алгебра 2 × 2 матриц
над F,M = F · m1 + F · m2 — 2-мерный неприводимый бимодуль Кэли над C; т.е., C действует на M
следующим образом
eij ·mk = δikmj , i, j, k ∈ {1, 2},
m · a = a ·m;
где a ∈ C,m ∈ M,a 7→ a — симплектическая инволюция в C = M2(F ). Нечетное умножение на M
определено равенствами
m21 = −e21,m
2
2 = e12, m1m2 = e11,m2m1 = −e22.
Как известно (см. [18]), B(1, 2), B(4, 2) — простые альтернативные супералгебры с супериволюциями
(a+m)∗ = a−m для B(1, 2), (a+m)∗ = a−m для B(2, 4).
Четное линейное преобразование ∗ супералгебры A называется суперинвалюцией, если
(a∗)∗ = a, (ab)∗ = (−1)p(a)p(b)b∗a∗, a, b ∈ A0 ∪ A1.
Как показано в [18], каждой супералгебре B(1, 2) и B(4, 2) соответствует простая йорданова суперал-
гебра H3(B(1, 2)) и H3(B(4, 2)).
Лемма 12. Супералгебры H3(B(1, 2)) и H3(B(2, 4)) не имеют нетривиальных δ-дифференцирований
и δ-супердифференцирований.
Доказательство. Обозначим через eij мотричные единицы алгебр B(1, 2)3 и B(2, 4)3. Пусть φ — нетри-
вильное δ-дифференцирование либо δ-супердифференцирование. Ясно, что δ = 12 .
Пусть φ(eii) =
3∑
j=1
αijejj +
∑
k,l,k 6=l
xiklekl, причем x
i
kl = x
i
lk, следовательно
2φ(eii) = 2eii ◦ φ(eii) = 2α
i
ieii +
∑
k 6=i
(xiikeik + x
i
kieki).
Таким образом, выполнено φ(eii) = αiieii. Пусть β ∈ F и
φ(β(e21 + e12)) =


γ1 x12 x13
x12 γ2 x23
x13 x23 γ3

 ,
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тогда


0 x12 +
1
2βα
2
2 0
x12 +
1
2βα
2
2 2γ2 x23
0 x23 0

 = φ(β(e12 + e21)) ◦ e22 + β(e12 + e21) ◦ φ(e22) =
2φ




0 β 0
β 0 0
0 0 0

 ◦ e22

 = 2φ




0 β 0
β 0 0
0 0 0

 ◦ e11

 =


2γ1 x12 +
1
2βα
1
1 x13
x12 +
1
2βα
1
1 0 0
x13 0 0


Отсюда получаем α11 = α
2
2 = α. Аналогично можно показать равенство α
3
3 = α. Пусть e =
e11 + e22 + e33 — единица супералгебры H3(B(1, 2)) (или H3(B(2, 4))). Таким образом, в случае 12 -
дифференцирования и четного 12 -супердифференцирования, получаем φ(e) = αe, а в случае нечетного
1
2 -супердифференцирования получаем φ(e) = 0. Отсюда имеет тривиальность φ. Лемма доказана.
Лемма 13. Пусть F — поле характеристики p > 2 и J = J(B(m,n), {, }) — йорданова супералгебра,
не являющаяся супералгеброй векторого типа. Тогда J не имеет нетривиальных δ-дифференцирований
и δ-супердифференцирований.
Доказательство. Как следует из леммы 3 каждое δ-дифференцирование является четным δ-
супердифференцированием. Пусть φ — нетривиальное δ-супердифференцирование. Понятно, что δ = 12 и,
по лемме 3, φ(x) = αx, где α ∈ Φ. Ясно что α = β · 1 + r, где r — нильпотентный, а β ∈ F . Допустим, что
r 6= 0. Можно считать, что α = r, значит α не является обратимым. В силу леммы 6, выполнено D(α) 6= 0.
Следовательно, по лемме 9, J является супералгеброй векторного типа. Полученное противоречие дает
r = 0 и α ∈ F. Лемма доказана.
Лемма 14. Супералгебра CK(Z, d) не имеет нетривиальных δ-дифференцирований и δ-
супердифференцирований.
Доказательство. Ясно, что четные δ-супердифференцирования являются δ-дифференцированиями.
Пусть φ0 — нетривиальное δ-дифференцирование, а φ1 — нетривиальное нечетное δ-
супердифференцирование супералгебры CK(Z, d). Понятно, что δ = 12 и φi(x) = φi(1)x при произвольном
элементе x ∈ CK(Z, d). Положим, что
φj(1) = α
j +
3∑
i=1
wiα
j
i + xβ
j +
3∑
i=1
xiβ
j
i .
Заметим, что в силу однородности φ1 мы имеем α1 = α1i = 0. Покажем, что β
j = βji = α
j
i = 0.
Легко видеть, что
0 = φj(xwk) =
1
2
(((αj +
3∑
i=1
wiα
j
i + β
jx+
3∑
i=1
xiβ
j
i )x)wk+
(−1)jx((αj +
3∑
i=1
wiα
j
i + β
jx+
3∑
i=1
xiβ
j
i )wk)) =
1
2
(−βjk − (−1)
j(xαjk −
3∑
i=1
wi×kβi)).
Откуда αji = β
j
i = 0 и φ(1) = α
j + βjx.
Теперь видим
xi×kα
j − wi×kβ
j = φj(xiwk) =
1
2
((φ(1)xi)wk + (−1)
jxi(φ(1)wk)) = wi×kα
j .
Отсюда получаем требуемое, т.е. φ0(x) = α0x, α0 ∈ Z и φ1 = 0, т.е. φj — тривиально. Лемма доказана.
Согласно [12, 18] простые унитальные конечномерные йордановы супералгебры с полупростой чет-
ной частью над алгебраически замкнутым полем характеристики p > 2 исчерпываются супералгебра-
ми H3(B(1, 2)) и H3(B(2, 4)), которые рассматриваются над полями характеристики 3. Согласно [13],
простые унитальные конечномерные йордановы алгебры с неполупростой четной частью над алгебра-
ически замкнутым полем характеристики p > 2 исчерпываются супералгебрами J = J(B(m,n), {, }) и
CK(B(m), d). Таким образом, учитывая приведенную классификацию простых унитальных йордановых
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супералгебр над алгебраически замкнутым полем характеристики p > 2, результаты работ [4, 6], след-
ствия 5 и леммы 12-14 мы получим
Теорема 15. Пусть J — простая унитальная конечномерная йорданова супералгебра над ал-
гебраически замкнутым полем характеристики p 6= 2. Тогда либо J не имеет нетривиальных δ-
дифференцирований и δ-супердифференцирований, либо J — супералгебра векторного типа над полем
характеристики p > 2. Если J = J(B(m,n), {, }) — супералгебра векторного типа, то n = 0 и су-
пералгебра J не имеет нетривиальных нечетных δ-супердифференцирований. При δ 6= 12 супералгеб-
ра J не имеет нетривиальных δ-дифференцирований. Пространство 12 -дифференцирований совпадает
с R∗(J) = {Rz|z ∈ B(m)}, причем при D(z) 6= 0 отображение Rz будет являться нетривиальным
1
2 -дифференцированием.
§4 Заключение.
В заключение стоит отметить, что пока публиковалась данная статья, были описаны дифферен-
цирования супералгебры Ченга-Каца [19] и дубля Кантора простой унитальной супералгебры Пуассо-
на [20], а также, были полностью описаны δ-(супер)дифференцирования простых неунитальных йор-
дановых супералгебр над алгебраически замкнутым полем и, как следствие, было получено описание
δ-(супер)дифференцирований полупростых конечномерных йордановых супералгебр над алгебраически
замкнутым полем характеристики отличной от 2 [21].
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